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摘 � � � 要: 研究了裂纹转子在平飞和水平盘旋状态下的非线性响应, 建立了水平盘旋下裂纹转子的数学模

型,推导了转子运动方程. 由结果发现:响应进入混沌的道路有拟周期环面破裂、周期 3 运动失稳和阵发性混

沌进入混沌 3 条.水平盘旋一般会对系统的非线性响应起到抑制作用,但是系统响应的振幅明显增大, 因此增

大了转轴发生断裂和转子碰摩的可能性;并且, 水平盘旋会激起转子摆振临界转速分频附近的非线性振动.
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Study of nonlinear response of cracked Jeffcott rotor

in hovering state
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( Inst itute of Vibration Eng ineer ing, School of M echanics Civil Engineering and Architecture,
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Abstract: T he nonlinear response of crack Jef fcot t rotor in leveling and hovering state

w as studied, w hile a mathem at ical m odel of crack Jef fcot t rotor in hovering state was set up,

and the corr esponding mo tion equat ion w as der iv ed. T he results show that , there are thr ee

w ay s leading to chao s, w hich are quasi�periodic bifurcation, interm it tence bifurcat ion and

instability period�3 mo t ion to chaos. Generally speaking, the hover can depress the nonlin�
ear response of sy stem, but increase considerably the am plitude of system r esponse, thus

creating a bigger po ssibility of ax is crack and r otor co llision. And, the hover w ill also lead

to nonlinear response near the f ract ion fr equency of sw ing crit ical speed.
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� � 航空发动机是在机载条件下运行的.目前,研

究者对发动机转子的振动特性做了大量的研究工

作,但重点集中在地面转子设备或者航空发动机

转子的地面试车状态.而发动机在机动飞行时,除

发动机的工况发生变化外,还会在转子系统上产

生很大的附加离心力和陀螺力矩, 并且这些载荷

是时变的.在此载荷作用下,发动机转子可能会出

现剧烈振动,影响转子系统的稳定性并可能导致

转子出现各种故障
[ 1�3]

.因此必须考虑机动飞行附

加载荷对转子振动特性的影响.

本文主要研究裂纹转子系统在水平盘旋下的

非线性响应,选取的研究对象为刚性支承的 Jef f�
cot t转子模型,并采用 New mark��法求解裂纹转
子的运动微分方程, 给出了响应的分岔图、

Poincar�映射图和周期采样峰�峰值图(简称 PSP

图,其绘制方法为: 用每个激扰力周期内的峰�峰
值和对应的采样周期数在二维平面图内确定的一

系列点构成的图形来描述系统的不同类型非线性
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响应[ 4] ) ,分析了响应进入混沌的不同道路.

1 � 水平盘旋建摸

实际飞机水平盘旋非常复杂, 在本文的数值

仿真中对水平盘旋做了一定简化处理. 转子角速

度 �和水平盘旋角速度 �2 方向如图 1所示[ 3] .

战斗机的机动性能是非常重要的指标, 通常

属于保密范畴. 本文取轻型战斗机歼�7E 已公开

的的机动性能参数作为参考, 构造能够较准确地

描述实际水平盘旋的角速度函数,并设稳定盘旋

图 1 � 水平盘旋角速度示意图

F ig . 1 � Sketch of angular velocit y

角速度为 0. 25rad/ s,盘旋半径为 1 000 m.当变角速

度盘旋时,设盘旋角速度为分段函数,变化形式为

�2 =

0 0  t < nT

0� 25sin( t- nT ) nT  t < nT +  / 2

0� 25 nT +  / 2  t < nT + 10 -  / 2

0� 25cos( t - nT - 10 +  / 2) nT + 10 -  / 2  t < nT + 10

0 nT + 15  t

� � � ( n = 1, 2, 3, !) ( 1)

其中: T 为转子自转周期, n为计算周期数, 其取

值应保证战斗机在平飞时瞬态过程完全衰减. 公

式( 1)表明:当 0  t< nT 时, �2= 0,战斗机处于平

飞状态;当 nT  t< nT +  / 2时,战斗机水平盘旋

角速度从 0沿 1/ 4正弦加速至0� 25;当 nT+  / 2 
t< nT + 10-  / 2时, 战斗机以 0� 25恒定角速度

盘旋飞行; 当 nT + 10-  / 2  t< nT + 10时, 战斗

机水平盘旋角速度从 0� 25沿 1/ 4余弦减速至 0;

之后战斗机继续做平飞运动.

当战斗机绕 Y1 轴水平盘旋时,转子受到的附

加离心力 F2 = mr2 �22 , 附加陀螺力矩 M2 = J p�∀

�2 .其中, J p为转子对 z 轴的转动惯量且有 J p=

mR
2
d / 2, r 2为机动飞行半径, Rd 为转盘半径. 如图

2所示, F2 方向沿 x 1 轴, M2 在 z 1Oy 1 平面内,

x y z O为固连在战斗机上的坐标系, x 1y 1z 1O 坐标

系为 xy z O绕 z 旋转 !角度的坐标系, 其坐标原

点 O固连在战斗机的质心上, 并且坐标轴与地面

坐标轴平行, !为水平盘旋时机翼倾角.

图 2� 水平盘旋附加离心力和陀螺力矩方向示意图

F ig . 2� Sketch of for ce direction in hover

2 � 水平盘旋下裂纹转子运动微
分方程

� � 考虑如图 3所示的裂纹转子模型, 其运动微

分方程为
[ 5]

mx#+ 2mD �nz x
∃
+ kz x- f [ ( kz - k11 cos

2
�t- k22 sin

2
�t) x+

sin �t cos �t ( k22 - k11) y+ (- k13 cos
2
�t- k24 sin

2
�t) ∀+

sin �t cos �t ( k24 - k13) �] = me�2 sin( �t+ #+ ∃- !)+

mr2 �
2
2 cos !- mgsin !

m y#+ 2mD �nz y
∃

+ kz y- f [ sin �t cos �t( k22- k11 )x+

(kz - k11 sin2 �t- k22 cos2 �t) y+ sin �t cos �t( k24- k13 ) ∀+

(- k13 sin2 �t- k24 cos2 �t) �] = me�2 cos( �t+ #+ ∃- !)-

mr2 �
2
2 sin !- mgcos !

J d∀#+ 2J dD1 �nm∀
∃

+ km∀- f [ (- k13cos
2
�t- k24 sin

2
�t) x+

sin �t cos �t ( k24 - k13) y+ (km - k33cos2�t - k44sin2 �t ) ∀+

sin �t cos �t ( k44 - k33) �] + J p��
∃
= J p ��2sin !

J d�
#
+ 2J d D1 �nm �

∃
+ km�- f [ sin �tcos �t( k24- k13 )x+

(- k13 sin
2
�t- k24 cos

2
�t) y+ sin �t cos �t ( k44 - k33) ∀+

(km- k33 sin
2
�t - k44 cos

2
�t )�] + J p �∀

∃
= Jp ��2 cos !

( 2)

图 3� 裂纹转子模型及截面坐标简图

Fig. 3� Cracked rotor and the cro ss�section coordinate
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其中: x , y 为转子在 x , y 方向的位移; ∀, �分别为

转子在 xOz , yOz 平面的转角; m 为转子质量; e

为偏心距; D为转子振动阻尼; D 1 为转子摆振阻

尼; J d= J p / 2为转子对半径的转动惯量; �nz为振

动临界转速; �nm为摆振临界转速; k z 为振动刚度;

km 为摆振刚度; #为不平衡相位角. kij表示在 j 方

向产生单位位移时 i 方向的载荷; 1, 2, 3, 4 分别

代表 x , y , ∀, �方向(本文所采用的裂纹轴刚度是

基于断裂力学理论通过求裂纹处局部应变能密度

函数而获得的, 且为 %型裂纹,通过对应变能密度

函数进行微积分获得裂纹轴的柔度矩阵,进而得

到其刚度矩阵. 其详细计算可参见文献[ 5] ) ; f 为

裂纹开闭函数. 对于裂纹开闭特性的描述,通常我

们用方波函数和余弦函数来描述裂纹的开闭特

性.根据 Gasch [ 6] 的研究结论: 在小裂纹(裂纹深

度小于轴半径的 1/ 2)情形下, 方波函数裂纹模型

比较适合实际情形; 在深裂纹(裂纹深度大于轴半

径的 1/ 2)情形下,余弦函数裂纹模型和实际情形

比较接近.因此我们选用如下裂纹模型

f =

1
2

+
2
 

cos % -
2

3 
cos % + ! a

R
< 0� 5

1 + cos %
2

a
R

& 0� 5

( 3)

% = �t - arctan x
y

式中 a为裂纹深度, R 为转轴半径.

3 � 水平盘旋下裂纹转子系统的响应

选取转子模型参数如下:转轴长度 l= 1 m,半径

R= 0� 03 m,弹性模量 E= 200 GPa;转盘质量 m=

100 kg,半径Rd= 0� 3 m,偏心距 e= 2∀ 10- 4 m;阻尼

系数 D= D1= 0�01.此时, kz= 6� 107 ∀ 106 N/ m, km =

1� 527 ∀ 106 N/ m, �nz= 247, �nm = 824.为了直观表示

出转子位移的大小,将其进行无量纲化,即

X =
x
&

, Y =
y
&

, ∋= � t

其中: &= mg/ kz 为转子的静位移.为描述简便起

见,将定角速度水平盘旋称为水平盘旋 I,将变角

速度水平盘旋称为水平盘旋∋.

3. 1 � 水平盘旋 I下转速对系统响应的影响

在小裂纹情形下,从图 4可以发现,平飞状态

系统响应在多个转速下存在非线性现象,而水平

盘旋 I 仅在 2倍临界转速附近才会出现; 水平盘

旋 I在 1
4
倍摆振临界转速附近出现了非线性响

应,说明水平盘旋 I 促进了转角非线性振动的发

生,这主要是由附加陀螺力矩引起的;系统响应的

峰�峰值明显增大,大约为平飞状态的 5 倍, 这显

然增大了转子发生断裂和碰摩的可能性.

图 4 � 裂纹深度 a/ R= 0� 4 时系统平飞和水平盘旋 I 下响应的分岔图对比

F ig. 4� Bifurcation diag ram o f the sy stem response in flat flig ht and hover I w hen crack depth is 0. 4
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� � 深裂纹情形下, 附加陀螺力矩的作用使得系

统在 1/ 4和 1/ 3倍摆振临界转速附近发生了强烈

的非线性响应, 由于耦合作用,使得转子径向振动

也出现了非线性响应, 系统响应在轴临界转速的

倍频和分频附近的非线性得到了一定程度的抑制

(如图 5) .从图 6可以发现, 平飞状态下, 系统响

应出现了拟周期环面破裂和周期 3运动失稳进入

混沌的混沌道路. 并且在水平盘旋 I 下系统响应

出现一些吸引子,如图 7( a)和( d) ,这些响应主要

为拟周期运动, 中间夹杂少量混沌运动,属于一种

阵发性混沌运动.

3. 2 � 水平盘旋 I下裂纹深度对系统响应的影响

从水平盘旋 I下系统响应裂纹变化的分岔图

(图 8) 可以清楚的看到其对转子径向运动非线性

的抑制作用(本节所选转速 �= 460, 接近 2倍临

界转速,若选摆振临界转速分频附近的转速,水平

盘旋 I 应该对系统出现非线性起到加剧作用) ,系

统响应在小裂纹情形下的非线性响应消失,深裂

纹情形下仅在 a/ R> 0� 65 才出现非线性响应,这

比平飞状态的 a/ R> 0� 58大了很多.

3. 3 � 水平盘旋 ∋下转速对系统响应的影响

在水平盘旋∋下,附加陀螺力矩和附加离心

力是时变的,我们无法通过 Poincar�映射图来研

究系统响应, 因此, 仅能通过 PSP 图来研究系统

响应峰�峰值随时间变化情况.

图 5 � 裂纹深度 a/ R= 0� 8 时系统平飞和水平盘旋 I 下响应的分岔图对比

F ig. 5� Bifurcation diag ram o f the sy stem response in flat flig ht and hover I w hen crack depth is 0. 8

图 6 � 裂纹深度 a/ R= 0� 8 时平飞状态下系统响应图

F ig . 6 � Response in flat f lig ht when crack depth is 0. 8
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图 7 � 裂纹深度 a/ R= 0� 8 时水平盘旋 I 下系统响应图

Fig. 7� Response in hover I w hen crack depth is 0. 8

图 8 � 转速 �= 460 时系统平飞和水平盘旋 I 下响应的分岔图对比

F ig. 8� Bifurcation diag ram o f the sy stem response in flat flight and hover I w hen rotationa l speed is 460

� � 在小裂纹情形下,水平盘旋 ∋使得系统响应

在临界转速分频附近的非线性响应得到了很好的

抑制,如图 9,当 �= 313 和 �= 382时, 系统响应

在机动飞行前均为拟周期运动, 而当发生机动飞

行时,由于水平盘旋 ∋对径向分频非线性响应的

抑制,使得系统响应变为周期 1运动,而当战斗机

退出机动飞行后, 系统响应仍然得到抑制为周期

1运动, 但响应的幅值明显降低.

在深裂纹情形下, 摆振临界转速分频附近的

非线性响应加剧了,如图 10, 本来峰�峰值较小的
拟周期运动, 随着机动飞行的出现, 峰�峰值明显
增大,但系统响应仍为拟周期运动,当战斗机退出

机动飞行后, 系统响应的峰�峰值回到机动飞行前

的状态;当 �= 356 系统响应初始为周期 3运动,

当出现机动飞行时, 系统响应变为周期运动,退出

机动飞行后仍然保持周期运动,但是峰�峰值明显
减小.因此,水平盘旋 ∋使得对转子临界转速分频

附近的非线性运动有很好的抑制作用, 但加剧了

摆振临界转速分频附近的非线性运动.

3. 4 � 水平盘旋 ∋下裂纹深度对系统响应的影响
本小节所选的转速 �= 460约为 2倍的 �nz, 因

此水平盘旋∋对系统响应有抑制作用.图11( a)为水

平盘旋∋将混沌运动抑制为周期运动;图 11( b)为

水平盘旋∋将混沌运动抑制为多倍 T 周期运动. 因

此,水平盘旋∋对临界转速分频附近拟周期运动和

小幅度的混沌运动的抑制作用很显著.

图 9� 裂纹深度 a/ R= 0� 4时水平盘旋∋下系统响应图

Fig. 9 Response in hover ∋ w hen crack depth is 0. 4
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4 � 结 � 论

本文研究了裂纹转子在水平盘旋下系统的非

线性响应,主要研究方法是分岔图、Poincar�映射

和 PSP 图. 在本文所建立的数学模型下, 得到了

如下结论:

系统响应的混沌道路为周期 3运动失稳、拟

周期环面破裂和阵发性混沌进入混沌 3条;水平

盘旋一般会对系统的非线性起到了抑制作用, 但

是转子的轴心位置明显偏离轴线, 因此增大了转

子发生碰摩的可能性; 并且水平盘旋激起了摆振

临界转速分频附近的振动,使得系统响应在这些

频率下容易出现非线性运动或峰�峰值较大幅度
的跳跃;随着平飞(机动飞行 (平飞,响应出现了

多倍 T 周期 (周期 (周期、拟周期 (周期 (周
期、混沌(周期 (混沌等比较有特色的转变.

本文的研究对飞行器转子的设计、故障诊断

和在线检测均具有一定的指导意义.
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